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らない [11]．特に摩擦がない球状粒子系では，NZ/2 = Ndである [9, 10]．この条
件を満たす Zの値を Zcとすると，Zc = 2dである [9, 10, 12, 13, 14]．つまり，図
1.2(a)のように ϕ = ϕJにおいて平均接触点数が 0からZcに不連続に増加する．こ
のような特別な体積分率 ϕJはジャミング転移点と呼ばれ，ϕ > ϕcにおいて系を圧
縮した場合は Z − Zc ∼ (ϕ− ϕJ)1/2のように Zは増大していくことが知られてい











ϕJ に近づけた場合，Zc = d+ 1であることが知られているが，初期配置や圧縮の























































に同様の再配置を引き起こすことが，コロイドガラス [19, 20]，エマルジョン [21]，
泡 [22, 23, 24]，粉体 [25, 26]など様々な系で確認されている．[22, 1, 2]．局所的な
粒子の再配置が起こる領域は shear transformation zone(STZ)[27]と呼ばれる．塑
性変形の素過程は，図 1.3のようなコンタクトする構成要素のペアの組み換えであ











































































いることを意味する．簡単のため空間次元は 2とする．この状態を基準時刻 t = 0
として粒子の位置を {ri (t = 0)} (i = 1, · · · , N)と表記する．この系に小さな擾乱
を加えると，微小時間∆t経過後の粒子の位置が {ri (∆t)}となり，変位ui (∆t) =
ri (∆t)− ri (0)が定義できる．系のポテンシャルエネルギーがU (t) ≡ U ({ri (t)})
で与えられるとすると，このとき各粒子に働く力は次のように与えられる：




fi (t)は fi (0) = 0を満たす．








































|f⟩ = (f1,x, f1,y, · · · , fi,x, fi,y, · · · , fN,x, fN,y)T, (1.5)
|u⟩ = (u1,x, u1,y, · · · , ui,x, ui,y, · · · , uN,x, uN,y)T, (1.6)
を導入すると，式 (1.3),(1.4)は以下のような行列形式で書ける：
|f⟩ = −D|u⟩, (1.7)
D =


















|r⟩ = (x1, y1, · · · , xi, yi, · · · , xN , yN)T (1.9)











D|uk⟩ = mω2k|uk⟩ (1.11)
に帰着する．Hessian行列は実対称であるので，並進自由度に対応するゼロ固有値








































Potential Energy 𝐸 𝑟𝑖,𝛼


































テープを剥がした際 [41, 42]あるいは紙を破った際 [43, 44]のノイズ，星のまたた










































































































= fneti (t) , (2.13)
fneti (t) = f
int
i (t) + f
damp
i (t) , (2.14)




f inti (t)は粒子間相互作用に起因する力であり，その表式は粒子位置 {rj (t)}の関数
であるポテンシャルエネルギーU ({rj (t)})の表式を与えることで決まる．fdampi (t)
は散逸力であり，表式については後述する．この 2つの合力である fneti (t)に対し
て，与えられた境界条件のもとで式 (2.12), (2.13) を差分法を用いて数値的に解く











法を用いる：基本セル内の位置 r = (x,y)には，平均せん断流V (r, t) = γ̇ y (t) ex
が存在すると仮定する．各粒子は位置 ri (t)における平均せん断流により，微小時
間∆tの間にV (ri, t)∆t = γ̇∆t yi (t) ex だけ位置が変わる．
2.2.3 Lees-Edwards境界条件
x方向については一般の周期境界条件を採用し，y 軸方向については上側から出
る場合は粒子位置 riを ri− γ̇ t Ly (t) ex，下側から出る場合は riを ri+ γ̇ t Ly (t) ex
と新しい位置を決定する．
2.2.4 Harmonic相互作用系
図 2.2のように，系の任意の 2つの粒子 i, j (i, j = 1, 2, · · · , N)に対して，以下の
ように 2粒子の重心を通る直線方向における粒子の重なり領域の長さを導入する：
ζij = (Ri +Rj)− rij (2.16)
rij = |ri − rj|は粒子 jの重心と粒子 iの重心の間の距離である．ζij > 0である場
合に 2粒子はコンタクトしているとみなされ，粒子 jから iに斥力相互作用および
粘性による散逸力が発生する．

















𝒓𝑖𝑗 = 𝒓𝑖 − 𝒓𝑗
𝑟𝑖𝑗 = 𝒓𝑖𝑗
図 2.2: コンタクトしている 2粒子の重なり長．赤い領域が重なり領域である．
で与えられる．このとき粒子 iに対して働く斥力相互作用の力は

















ζijθ (ζij) r̂ij. (2.19)
と表される．r̂ij = (ri − rj) /|ri − rj|は粒子 kから粒子 iをさす単位ベクトルであ
り，θ (· · · )は階段関数
θ (x) =
{
1 x > 0　
0 x < 0
であり，δ (· · · )はデルタ関数である．




































ϕL(rij) (rij < Iij)　
ϕR(rij)
(














(rij − rCij)3 +
C4
4
(rij − rCij)4 (Iij ≤ rij < rCij) (2.24)
Iij は通常の LJポテンシャル ϕL(rij)のカットオフ長であり，スムージング関数
ϕR(rij)との結合点である．粒子 i，jの平均直径 R̄ij = Ri +Rjの定数倍である．本







長であり，これも R̄ijの定数倍である．本研究では Iij = 1.3R̄ijとした．ϕL(rij)の


















































































































ϕ′L(rij) (rij < Iij)　
ϕ′R(rij)
(













)7 (rij < Iij) (2.35)
ϕ′R(rij) = C3(rij − rCij)2 + C4(rij − rCij)3 (Iij ≤ rij < rCij) (2.36)
また，粒子 iに働く散逸力は自身の速度に比例した力 (drag force)









ϕ′LJ (rij) r̂ij − ΓLJvi． (2.38)
図 2.4: 2階微分までが連続になるようにスムージングをかけた Lennard-Jonesポ
テンシャルの概形．
2.2.6 応力
粒子 i, j間の相互作用ポテンシャル ϕ (rij)を用いると，粒子 jから粒子 iに働く















力fneti (t)に対して，与えられた境界条件のもとで式 (2.12), (2.13)を差分法を用
いて数値的に解くことで，(ri (t) ,vi (t))の時間発展を追跡することができる．本
研究では，時刻 tから時刻 t+∆tまでの微小時間∆tの過程を以下のように 2つの
ステップに分けて計算する．
1. 各粒子を位置 ri (t)における平均せん断流による微小変位 γ̇∆t y (t) ex を加
えて粒子位置を更新する．
2. 式 (2.12), (2.13)の左辺の粒子位置を，この平均せん断流により更新させた
粒子位置で置き換え，時刻 t+∆tの粒子位置と速度 (ri (t+∆t) ,vi (t+∆t))
を以下で記す差分法により求める．






































































































ケールを与える tH = ΓH/Kの 3つから構成した．Rgは粒径が大きい粒子の粒径の
値，Rsは粒径が小さい粒子の粒径の値である．エネルギー，応力 (二次元系)，散
21
逸力の係数のユニットはそれぞれ εH = mR̄2t−2H , σH = mt
−2
H , ηH = mt
−1
H である．粒
径比は二次元粒子系が結晶化しない値として知られている r = Rg/Rs = 1.4を用い










移点 ϕJ ≈ 0.8433よりも大きな値を選んだ．本研究では ϕ = 0.88である．相互作
用ポテンシャルの係数はK = 40εH，散逸力の係数は ΓH = ηHで固定した．この
とき粒子振動の振動数が ω = (K/mR̄2)1/2で与えられるので，粒子振動のタイム
スケールは (2π/ω)/tH ≃ 1となる．
一方LJ系における物理量のユニットは，粒子の質量m，粒子の平均直径 R̄，粒
子運動の緩和時間 tLJ = ΓLJ/ϵの 3つから構成した．エネルギー，応力 (二次元系)，
散逸力の係数のユニットはそれぞれ εLJ = mR̄2t−2LJ , σLJ = mt
−2




粒子の混合比も 1：1とした．相互作用ポテンシャルの係数はK = εLJ，散逸力の
係数は ΓLJ = ηLJで固定した．
また，力学的に不安定な歪みを解像できる計算精度を求めるため，歪みの刻み




∆t = ∆γ/γ̇. (2.44)
外力の時間スケールの変化に対して空間構造がどのように変化するか議論する
ため，本研究ではせん断速度 γ̇の値を変えて計算を行った．Harmonic系の計算で
は，γ̇の最小値は γ̇l = 1.0× 10−6t−1H ，最大値は γ̇h = 1.0× 10−1t
−1
H として，それら
の間の値は γ̇ = c×10−nt−1H , c = 1.0, 2.0, 5.0, n = 2, 3, 4, 5.を選んだ．また空間構
造の性質を議論するためにシステムサイズNも変化させ，N = 8192, 16928, 32768
の 3つの場合について計算を行った．一方 LJ系の計算では，γ̇ = 2.0× 10−5をせ

























のmobilityに着目する．これを定量化した指標の 1つが participation ratioであり，
AQSせん断系のイベントにおいて計測され，その分布関数が unimodalであるこ




















図 3.1: 定常状態到達後の有限速度のせん断下の応力-歪み曲線．(a) γ̇tH = 1.0×10−1
(b) γ̇tH = 2.0× 10−4　 (c) γ̇tH = 1.0× 10−6 の 3つの γ̇について応力降下イベン
トが 20000回検出されるまで，または歪みが 4に達するまでの応力-歪み曲線をプ
ロットした．













を導入する．diは式 (3.45)で定義した diの大きさである．図 3.4のように，diが
粒子によらず一定である場合が p = 1，1つの粒子の diのみが有限である場合は




































1. Only one particle "𝒌“ moves
𝑑𝑖 ቊ
≠ 0 𝑖 = 𝑘






















る．ビンの総数Npを設定すると，∆p = 1/Npである．本研究ではNp＝ 100，し









義する．閾値は分布関数の値がビン値によらず一定の場合の値 Pth = 1/ (Np∆)で
固定した． また幅は δ = 50とした．15 ≤ δ ≤ 60において，ピーク位置とピーク
数のせん断速度依存性に関する結果はロバストである．
以上のパラメータの下で，各 γ̇について分布関数を計算し，図 3.5のように横軸
を p，縦軸を P (p) としてプロットした．
各 γ̇について分布関数を計算し，横軸を p，縦軸をP (p) としてプロットした結









ていき，分布はシャープになる．せん断速度の上限 γ̇ = γ̇hにおけるピーク位置の
値は，γ̇ = γ̇lにおけるP2のピーク位置と近くなる (ともに pが 0.4付近である)．
しかし，次節でピークイベントの空間構造を比較すると，両者の意味は大きく異
なることが明らかとなる．


















































図 3.5: N = 8192のHarmonic相互作用系の participation rationの分布関数のせ




















の γ̇ = 1.0× 10−3)．これは，低せん断速度領域における pのピーク位置が小さな
イベントとも大きなイベントとも異なる性質である．


































図 3.6: N = 2048の LJ相互作用系の participation rationの分布関数のせん断速














図 3.7: γ̇ = 1.0×10−6, 2.0×10−5, 2.0×10−4, 1.0×10−1 におけるparticipation ratio























断速度領域における participation ratio pの値が小さなピークイベントの空間構造
は，AQSせん断系の応力降下イベントと同様に四重極子型の局在した変位場で特徴
づけられる．AQSせん断系におけるこのような構造はシステム長に対して冪則に従









































各 γ̇について，ピークイベントの特性長 ξの平均値 ξ̄を求めた．図 3.10は，横
軸を γ̇(対数スケール)，縦軸を ξとして，ξ̄の値を γ̇についてプロットした図であ
33
𝑝 = 0.43
 𝛾 = 1.0 × 10−6
𝑝 = 3.5 × 10−3
 𝛾 = 1.0 × 10−6
𝑝 = 0.43
 𝛾 = 1.0 × 10−6
𝑝 = 0.43















たいため，N = 8192, 16928, 32768の 3つの系についてプロットした．まず，(1)
最小低せん断速度 γ̇l = 1.0× 10−6における，participation ratio p が小さなピーク
イベントと大きなピークイベントにおける ξが分布する領域について議論をする．
次に，(2) pの分布が bimodalである範囲 (γ̇ ≤ γ̇c)でせん断速度を上昇させた場合
の ξ̄の値の変化を議論する．最後に (3) unimodalである範囲 (γ̇ > γ̇c)でせん断速
度を上昇させた場合の ξが分布する領域の変化を議論する．
(1) γ̇ = γ̇l：pの値が大きなピークイベントと pの値が小さなピークイベントでは，
ξの値が異なる領域に分布していることが分かる．これは，特性長の観点で両者の
イベントの空間構造が定量的に異なることを意味する．
(2) γ̇l ≤ γ̇ ≤ γ̇c：システムサイズを Lとすると，pの値が大きなピークイベント
では図 3.11より ξ̄ ∼ Lである．大域的な構造はシステム長に対して示量的であ
るという知見 [57, 58]と整合する結果である．一方，pの値が小さなピークイベン
トでは，図 3.11より ξ̄ ∼ L0.6である．つまり，システム長に対して示量性を示さ
ず subextensiveであることを意味する．これはAQSせん断系における塑性変形が
もつ性質 [51, 65, 66]と同じである．また後述するように，この指数の値がmobile
粒子集団の空間分布に関するフラクタル次元を計算することで再現できることも
AQSせん断系と同様である．
(3) γ̇ > γ̇c：最高せん断速度のピークイベントの ξが分布する領域は，最小せん断









分け，パターンの一部を覆うメッシュの数M (ε)を数える．εを 1, 1/2, 1/4, 1/8 · · ·
と変えたとき，M (ε)が





の participation ratio pが小さいピークイベントがAQSせん断系のイベント同様
にフラクタルな構造を持つかどうかを検討した．図 3.11の (b)より特徴的な構造
35
























(a) Participation ratio pが大きなピークイベントの空間構造が，大域的 (ξ ∼ L)であ
ることを示した結果．(b) pが小さなピークイベントの空間構造が subextensive(ξ ∼































0 ≤ 𝑝 ≤ 0.2
0.4 < 𝑝 ≤ 1













図 3.13: γ̇ = 1.0× 10−6における変位の時間発展を追跡した例．左図は応力歪み曲
線であり，(a)-(d)はイベント終了時のデータ点である．変位を計測する基準とし













































0 ≤ 𝑝 ≤ 0.2
0.4 < 𝑝 ≤ 1
0.2 < 𝑝 ≤ 0.4











た 1.2節の振動モードに基づいた議論 [33, 34]は適用できない．そこで，本研究で
は次のような手順で応力降下イベントとベイスン間移動が対応するかどうかを議
論した：
1. 図 3.15(a)のように，γ̇ > 0と γ̇→ 0(AQSせん断系)で初期条件 (粒子配置)を
揃えて応力-歪み曲線を求める．
2. γ̇ > 0の系の各歪みにおいてエネルギーを極小化させた粒子配置に対する応
力 σmを計算する．
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3. γ̇ > 0の系の σmの最初の降下が，γ̇→ 0の最初の応力応力と同時に起こる場


















































































0 ≤ 𝑝 ≤ 0.2
0.4 < 𝑝 ≤ 1
0.2 < 𝑝 ≤ 0.4












(uy,i (γ)− uy,i (0))2. (3.49)






























































































別するスカラー指標 participation ratio pを各イベントについて測定した．せん断
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Sébastien Manneville. Yield stress materials in soft condensed matter. Re-
views of Modern Physics, 89(3):035005, 2017.
[2] Alexandre Nicolas, Ezequiel E Ferrero, Kirsten Martens, and Jean-Louis Bar-
rat. Deformation and flow of amorphous solids: Insights from elastoplastic
models. Reviews of Modern Physics, 90(4):045006, 2018.
[3] Ludovic Berthier and Giulio Biroli. Theoretical perspective on the glass tran-
sition and amorphous materials. Reviews of Modern Physics, 83(2):587, 2011.
[4] Walter Kauzmann. The nature of the glassy state and the behavior of liquids
at low temperatures. Chemical reviews, 43(2):219–256, 1948.
[5] Gerold Adam and Julian H Gibbs. On the temperature dependence of coop-
erative relaxation properties in glass-forming liquids. The journal of chemical
physics, 43(1):139–146, 1965.
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